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アキレスと亀のパラドックス
1． はじめに

https://atarimae.biz/archives/7971

http://swansong3478.web.fc2.com/008100taikakusen.html
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うそつきのパラドックス
1． はじめに

私がいま話していることはウソです

この言葉はウソかホントか？
• この発言が本当だとすれば，ウソを語っていることになり， 
それは本当ではないので矛盾． 
• この発言がウソだとすれば，本当のことを語っていることになり矛盾

プラトンの言うことはウソだ

ソクラテス

ソクラテスの言うとおりです．

プラトン
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2． 特殊相対性理論・・・光速に近いときの力学

ニュートン力学

特殊相対性理論 
光の速さに近い場合の力学 

　「時間の進み方は観測者によって異なる」

F = ma

これまでの物理学を否定せず，拡張した理論！
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光の速さで動く人が鏡をみると 
自分の顔が映るのを見るのだろうか？

NHK 100分で名著のwebページより． 
http://www.nhk.or.jp/meicho/famousbook/17_einstein/index.html#box01

2． 特殊相対性理論・・・光速に近いときの力学
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電磁気学の進展
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電磁気学の完成（マクスウェル, 1864）



X　　真貝寿明　「相対性理論におけるパラドックス」　　　2021/12/3　  西宮市宮水学園サイエンス講座 9

エーテルの存在？

特別な座標系 
の存在？

電磁気学で生じた疑問
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特別な座標系 
の存在？

★相対性原理：物理法則は，どのように運動をする人
からみても（どのような座標系から見ても）同じ形
にならなくてはいけない． 
★光速度一定の原理：真空中の光の速度は，どのよう
な座標系から見ても同じである．

❌ 

　　不要である

2つの原理の導入
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動いている人の時間の進み方は，静止している人よりも遅い

時間の進み方は，観測する人によって異なる．
時間の進み方は相対的になる．

時間の進み方は観測者によって異なる



NHK 100分de名著「相対性理論」第2回　(2012年） 2:30'

光時計の不思議
12



特殊相対性理論 【ウラシマ効果】 

!  動いている人の時間の進み方は，静止している人よりも遅い． 

!  「水の江の浦の島子を詠める一首」（万葉集　巻九　1740-41）
……家ゆ出でて　三歳の間に　垣もなく　家滅せめやと…… 

３年間竜宮城にいる間に，３００年も経っていた． 

竜宮城は光速の99.995%で動いていた． 
未来へ行くタイムマシンは実現可能！ 
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素粒子の寿命は確かに延びている！

14
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国際宇宙ステーションの乗務員の寿命も延びる！

ISSは秒速 7.8km 
1年間乗務すると，．．．

0.01067秒 地表より時間が短くなる
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旅客機の乗務員の寿命も延びる！

旅客機は時速900km (秒速 250 m) 
10000時間乗務すると，．．．
0.000012517秒地表より時間が短くなる
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2.4  時間の遅れとパラドックス

どちらも正しい

互いに「相手の時計が遅れている」というパラドックス

ロケットは速度 v で 
動いている．

地球は速度 v で 
動いている．

だからロケットの時計の
進みは遅くなる

だから地球の時計の進み
は遅くなる
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2.4  時間の遅れとパラドックス

互いに「相手の時計が遅れている」というパラドックス
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2.4  時間の遅れとパラドックス

双子のパラドックス

兄の方が若い

弟

19
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2.4  時間の遅れとパラドックス

双子のパラドックス
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　　　不思議の国のトムキンス



ニュートン力学

特殊相対性理論 
光の速さに近い場合の力学 

　「時間の進み方は観測者によって異なる」

F = ma

これまでの物理学を否定せず，拡張した理論！
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3． 一般相対性理論・・・強い重力場の力学

ニュートン力学

特殊相対性理論 
光の速さに近い場合の力学 

　「時間の進み方は観測者によって異なる」

一般相対性理論 
　強い重力場での時空の力学 

　「空間が歪むのが重力の正体である」

F = ma



一般相対性理論【等価原理】
★ 特殊相対性理論は，加速運動する座標
系を取り扱うことはできなかった． 

★ 加速度とは何か？
エレベータの思考実験



一般相対性理論【等価原理】
★ 特殊相対性理論は，加速運動する座標
系を取り扱うことはできなかった． 

★ 加速度とは何か？

「重力加速度は，自由落下しているエレベータでは
相殺されてしまう」 
＝加速度は局所的に消去可能（等価原理）

「生涯で最もすばらしいアイデア」

エレベータの思考実験



一般相対性理論【重力の正体】
「重力加速度は，自由落下しているエレベータでは相殺する」 
＝加速度は局所的に消去可能（等価原理）

＝重力は，大域的には消去できない． 
＝重力の正体は，時空のもつ曲がり具合である．
曲がった時空の幾何学＝「一般相対性理論」



一般相対性理論【計量 metric】
曲がった時空の幾何学＝リーマン幾何学

４次元距離を一般化した「計量(metric)」．

平らな時空(flat spacetime)では，



一般相対性理論【計量 metric】
曲がった時空の幾何学＝リーマン幾何学

４次元距離を一般化した「計量(metric)」．

平らな時空(flat spacetime)では，

物理学者は，リーマン
幾何学に深入りしない
ほうがいいよ．�

Marcel Grossmann



一般相対性理論【Einstein方程式】

重力場の方程式 (1915)
空間の曲がりがモノの運動を決める ⇔モノがあると空間が曲がる

アインシュタイン曲率テンソル 
＜空間の歪み＞

エネルギー運動量テンソル 
＜モノの分布＞



一般相対性理論【Einstein方程式】

重力場の方程式 (1915)
空間の曲がりがモノの運動を決める ⇔モノがあると空間が曲がる



一般相対性理論の予言【水星の軌道】
近日点移動

水星の近日点移動の問題（ルベリエ，1854） 
　100年で574秒ずれる．2250世紀で完全な「ばら模様」． 
　→→金星の影響で277秒，木星で153秒，地球で90秒， 
　　　その他の惑星で10秒分の説明が可能． 

　残りの43秒は？？？
　 1915年，アインシュタインが，できた
ばかりの一般相対性理論を適用すると，
「43秒の歳差運動」が出てきた． 

　「２-３日間，興奮のため，我を忘れて
しまった」

一般相対性理論は正しい



一般相対性理論の予言【光の曲がり】

光は時空を直進するが，重い天体の周りでは， 
時空の歪みにより，曲がって進むことになる．

1919年，エディントンが， 
皆既日食を利用して，光の 
曲がりを確認（0.875秒角）

一般相対性理論は正しい



Taken from the 22 November 1919 edition  
of the Illustrated London News. 

Coverage in the (more excitable)  
New York Times.



Arthur Stanley Eddington  
(1882‒1944)

物理学者シルバースタイン「エディントンさん，相対
性理論は難しくて，世界で３人しか理解していない
と言われていますね」 

エディントン「．．．」 

シルバースタイン「ご謙遜なさらないでください」 

エディントン「いや，３人目は誰かな，と考えていた」



一般相対性理論の予言【光の曲がり】
重力レンズ



ブラックホール 
Black-hole

まず，方程式を解いたのは，シュバルツシルドだった． 

アインシュタインは信じなかったが， 
この答えは，ブラックホールを意味していた．



アインシュタイン方程式の解 
　【シュワルツシルド解】
Schwarzschild (1916)
球対称，真空での方程式の厳密解

困ったことに，…… 
　r=0 で特異点 

　r=2GM/c2　でも特異点 
⇒　今でも困ってる 

⇒　ブラックホールの境界



ブラックホール

ブラックホール 
＝重力が強すぎて，光さえも出られない天体 
＝因果的に隔離される領域　　 
   境界＝地平面（ホライズン）

Newton力学でも偶然同じ値が出てくる

r=2GM/c2 
　　太陽なら2Km，地球なら0.9cm　



　4.5  ブラックホール



ボールを速く投げ上げると， 
高くまで飛ぶ

地球からの脱出速度 
秒速 12 km

光は当然 
脱出できる

秒速  
30万 km



とてつもなく重くて小さな天体では

光も 
脱出できない

秒速  
30万 km



ブラックホール 
＝重力が強すぎて，光さえも出られない天体 
＝因果的に隔離される領域　　境界＝地平面（ホライズン）
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3.3  ブラックホールに関するパラドックス

本当

互いに「相手の時計が遅れている」というパラドックス

ロケットは，まだブラッ
クホールの手前にいる！



中心にあるブラックホールへ落ちていく宇宙ロケットが， 
同じ間隔でパルス光信号を周囲に放つときの光信号の伝播 
（光が次第にブラックホール近くから出てくるのに時間がかかる） 
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3.3  ブラックホールに関するパラドックス

互いに「相手の時計が遅れている」というパラドックス

重力が強いところでは，時間の進み方は
相対的に遅くなる.  



GPS (Global Positioning System)
　時間を測る

正確な位置と時刻の情報を含んだ電波で， 
３角測量→精度±15m 
高速飛行の特殊相対論効果と 
地球重力の一般相対論効果 
　⇒１日につき，38x10-6秒ずつ衛星の時計を遅らせる必要あり 
　⇒この補正をしないと，１日につき，11.5 km 狂ってしまう



もっとも精密な時計＝光格子時計
　時間を測る

10-18　の精度を実現 
（300億年でずれは1秒以内）



スカイツリーの上下で時間の進み方が違う

LETTERS
https://doi.org/10.1038/s41566-020-0619-8

1Quantum Metrology Laboratory, RIKEN, Wako, Saitama, Japan. 2Space-Time Engineering Research Team, RIKEN, Wako, Saitama, Japan. 3Department of 
Applied Physics, Graduate School of Engineering, The University of Tokyo, Bunkyo-ku, Tokyo, Japan. 4Geospatial Information Authority of Japan, Tsukuba, 
Ibaraki, Japan. 5Osaka Institute of Technology, Kitayama, Hirakata, Osaka, Japan. ᅒe-mail: katori@amo.t.u-tokyo.ac.jp

A clock at a higher altitude ticks faster than one at a lower  
altitude, in accordance with Einstein’s theory of general rela-
tivity. The outstanding stability and accuracy of optical clocks, 
at 10−18 levels1–5, allows height differences6 of a centimetre 
to be measured. However, such state-of-the-art clocks have 
been demonstrated only in well-conditioned laboratories. 
Here, we demonstrate an 18-digit-precision frequency com-
parison in a broadcasting tower, Tokyo Skytree, by developing 
transportable optical lattice clocks. The tower provides the 
clocks with adverse conditions to test the robustness and a 
450!m height difference to test the gravitational redshift at 
(1.4!±!9.1)!×!10−5. The result improves ground-based clock 
comparisons7–9 by an order of magnitude and is comparable 
with space experiments10,11. Our demonstration shows that 
optical clocks resolving centimetres are technically ready for 
field applications, such as monitoring spatiotemporal changes 
of geopotentials caused by active volcanoes or crustal defor-
mation12 and for defining the geoid13,14, which will have an 
immense impact on future society.

Einstein formulated general relativity (GR) as the theory of  
gravity in 1915, in which he explained the origin of gravity is the 
curvature of space and time. Over the century since then, alternative 
theories of gravity have been proposed, and they have been tested 
in many ways15. Although GR is believed to be the best theory of 
gravity, there are aspects that are not completely satisfactory. First, 
although special relativity has been integrated with quantum theory 
as quantum field theory, GR is not yet unified, preventing a single 
ultimate theory. Second, the current standard cosmological model 
based on GR has to introduce unknown ‘dark energy’ to explain 
the accelerating Universe16. Plausible solutions to the ‘dark energy’ 
problem are to throw away the cosmological principle (a homoge-
neous and isotropic Universe) or to modify GR. Thus, the precise 
measurement of the validity of GR is an important step towards 
understanding fundamental physics, even in the classical regime.

GR predicts the dilation of time in a deeper gravitational poten-
tial; this is referred to as gravitational redshift. The gravitational 
redshift between clocks (Δν = ν2 − ν1) located at positions 1 and 2 
is given by their gravitational potential difference ΔU = U2 − U1 as

Δν
ν1

¼ 1þ αð ÞΔU
c2

ð1Þ

to first order of ΔU, where ν1(2) is the clock frequency at location 1 
(2), c is the speed of light and α denotes the violation from GR (α = 0 
for GR). The measurement of α at different locations serves as a test 

of local position invariance (LPI), which describes the result of a 
non-local gravitational experiment being independent of place and 
time, which is at the heart of Einstein's equivalence principle, the 
starting principle of GR.

The first redshift measurement was carried out in the series of 
Pound–Rebka–Snider experiments7 in the early 1960s, in which 
they obtained jαj<O 10!2ð Þ

I
 with a height difference of Δh = 23 m. 

Later, the Gravity Probe A mission17 obtained |α| ≈ 1.4 × 10−4 using 
a hydrogen maser in a spacecraft launched to Δh = 10,000 km. 
Recently, using two Galileo satellites that accidentally took elliptic 
orbits with a height difference of Δh ≈ 8,500 km, new constraints were 
reported as α = (0.19 ± 2.48) × 10−5 (ref. 10) and α = (4.5 ± 3.1) × 10−5 
(ref. 11). The uncertainty of α is mainly given by c2

ΔU
δν
ν1

I
, suggesting 

that accurate frequency measurement of clocks (uc = δν/ν1) is at the 
heart of the endeavour, in particular, for ground experiments with 
Δh less than a kilometre, as ΔU is nearly four orders of magnitude 
smaller than the space experiments. A comparison of optical lattice 
clocks at RIKEN and The University of Tokyo8 with Δh ≈ 15 m has 
so far demonstrated α = (2.9 ± 3.6) × 10−3, limited by uc = 5.7 × 10−18. 
Constraining α to better than 10−3 on the ground has remained 
uninvestigated, as it requires outstanding clock accuracy or  
height differences.

Transportable optical clocks with uncertainties below 10−16  
(refs. 18–20) and laboratory-based clocks with uncertainties of 10−18 
(refs. 1–3,5) or below4 offer new possibilities for testing fundamental  
physics on the ground, for example, a test of Lorentz symmetry21 or a 
search for dark matter22–27. The Physikalisch-Technische Bundesanstalt 
(PTB) and Istituto Nazionale di Ricerca Metrologica (INRiM) team 
has reported α ≈ 10−2 by comparing a transportable clock in the 
middle of a mountain and a laboratory clock, with Δh ≈ 1,000 m 
(ref. 9). Here, we demonstrate a test of the gravitational redshift of 
α = (1.4 ± 9.1) × 10−5 by developing a pair of transportable optical  
lattice clocks and operating them with a height difference of 
Δh ≈ 450 m at Tokyo Skytree.

To operate Sr-based optical lattice clocks at 10−18 uncertainty, 
reducing the blackbody radiation (BBR) shifts1–3 and the higher-
order light shifts28,29 is of prime concern. Applying a small-sized 
BBR shield as depicted in Fig. 1a, the ambient temperature in the 
spectroscopy region is controlled at 245 K by a four-stage Peltier 
cooler. In addition, we reduce the total lattice light shift to 1 × 10−18 
by tuning the lattice laser to frequency νL = 368,554,470.4 ± 0.2 MHz, 
with polarization parallel to the bias magnetic field (Fig. 1a), and 
by setting the lattice depth to 81ER, where ER is the lattice photon 
recoil energy29, compensating the multipolar- and hyperpolari-
zability-induced light shift with the electric-dipole light shift28. To 

Test of general relativity by a pair of transportable 
optical lattice clocks
Masao Takamoto1,2, Ichiro Ushijima! !3, Noriaki Ohmae! !1,2, Toshihiro Yahagi4, Kensuke Kokado4, 
Hisaaki Shinkai! !5 and Hidetoshi Katori! !1,2,3�ᅒ

NATURE PHOTONICS | www.nature.com/naturephotonics

アインシュタインの相対性理論によれば， 
重力の強いところでは時間の進み方が遅くなる

Nature Photonics, 14 (2020) 411

地上と450mの展望台に光格子時計を設置して検証



スカイツリーの上下で時間の進み方が違う
アインシュタインの相対性理論によれば， 
重力の強いところでは時間の進み方が遅くなる
地上と450mの展望台に光格子時計を設置して検証

１週間の計測．平均して，差が
�⌫

⌫
= (49337.8± 4.3)⇥ 10�18

<latexit sha1_base64="asHrx9sn+zKcFl87Ud9x1DUd040="></latexit>

g�h

c2
= (49337.1± 1.4)⇥ 10�18

<latexit sha1_base64="YlOHSBIJGURgToO0cFH7bbKBjGA="></latexit>

レーザー測距では

(1.4± 9.1)⇥ 10�5

<latexit sha1_base64="lGe+jMrCqEA0Gpa7jwooQ43fo3E="></latexit>

相対性理論の正しさを

の精度で検証したことになる



もっとも精密な時計＝光格子時計

冷蔵庫サイズの時計で，高度差
450mを ±数cm で測定できる．
光格子時計の社会実装に向けた大きな一歩． 
今後，地殻変動や火山活動の監視など，相対
論的測地技術の実用化が期待される．

K.Bongs & Y.Singh, Nature Photonics 14 (2020) 408
Physics Today 2020 July
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3.3  ブラックホールに関するパラドックス

本当

ブラックホールは明るい天体である



はくちょう座 X-1はブラックホール

6000光年先



ブラックホールの存在はどうしてわかるのか？

周りの星の激しい運動から 
強い重力源であることがわかる

落下していくガスが 
高い温度で輝く 
（降着円盤 accretion disk） 想像図

http://www.skyandtelescope.com/astronomy-news/black-hole-spews-atoms/



ブラックホールの存在はどうしてわかるのか？

http://www2.astro.psu.edu/users/rbc/a1/lec26n.html

銀河中心からジェットが吹き出す 
（活動銀河核 active galactic nuclei）

想像図



2019年4月10日，国立天文台グループ「ブラックホールの直接撮像に初めて成功」

地球から5500万光年 https://alma-telescope.jp/news/press/eht-201904

最近のニュースから



電波望遠鏡　口径が大きいほど集光力高い，分解能高い

http://www.mitsubishielectric.co.jp/me/dspace/column/c1805_2.html

野辺山45ｍ望遠鏡

分解能＝波長/口径



アレシボ電波望遠鏡　 305メートル球面電波望遠鏡（1963ー）
（Arecibo Observatory，プエルトリコ）

1964　水星の自転周期55日の発見
1968　かにパルサー中心に中性子星発見
1974   連星中性子星発見
1989   小惑星カスタリア直接観測
1992　パルサーを公転する太陽系外惑星発見

アレシボ・メッセージ (1974)
SETI (1999—)



http://alma.mtk.nao.ac.jp/

日本が，欧米と共同で，チリのアタカマに建設した電波望遠鏡 

全66台のアンテナが設置され，日本は16台を担当．「いざよい」と命名．
標高5000m地点に設置されている．

直径12メートルのアンテナを50台組み合わせるアンテナ群と，直径12メートルのアン
テナ4台と直径7メートルアンテナ12台からなる．最大18.5キロメートルまでアンテナ
間隔を広げることができ，最大の空間分解能は，0.05 マイクロラジアン．

「大阪にある一円玉を東京から見分けられるほどの
高い解像度」

　アルマ望遠鏡 Atacama Large Millimeter/Submillimeter Array

http://www.nasa.gov/mission_pages/messenger/multimedia/messenger_orbit_image20120615_1.html


http://japanese.china.org.cn/business/txt/2016-07/04/content_38806293.htm

中国「天眼（FAST）」 500メートル球面電波望遠鏡（2016ー）
（Five-hundred-meter Aperture Spherical radio Telescope: FAST）

中国南西部の貴州省，185億円，天頂から40度の範囲を観測可能，
１万人強制移住，半径５km以内携帯電話禁止



http://veraserver.mtk.nao.ac.jp/system/index.html

VLBI ᴕ= Very Long Baseline Interferometer 
VERA = VLBI Exploration of Radio Astrometry

電波干渉計





https://www.nao.ac.jp/news/science/2019/20190410-eht.html



https://www.nao.ac.jp/news/sp/20190410-eht/videos.html 0’58”

ブラックホールシャドウのメカニズム解説映像
最近のニュースから
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アインシュタイン自身，一般相対性理論の出す結論に困惑した

ブラックホール 
　特異点を生じる方程式の解を，簡単すぎる仮定を 
　したことに原因を押し付けた 

宇宙の振る舞い 
　宇宙全体は膨張や収縮をする解が得られてしまい， 
　宇宙が未来永劫不変であることを信じていたために， 
　方程式を一部修正した．（後に撤回） 

重力波 
　重力波の存在を一度は論文として出したが，その後 
　座標系の変換で重力波は実在しないという論文を書 
　いた．（査読を通らず，論文は出版されなかった） 


